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* Îïèñàííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ (01~01~00454, 04~01~00069)
è Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ÍØ~2113.2003.1).

Â ñòàòüå äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ àâòîðîì
äëÿ óïðóãèõ òåë, îáëàäàþùèõ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ òàêèõ òåë è îïèñûâàåò-
ñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ Ñåí-Âåíàíà î ðàñòÿæåíèè, êðó÷åíèè è
èçãèáå êðóãîâîãî öèëèíäðà ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëü-
òàòû àñèìïòîòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷. Ê ðàíåå íåîïóá-
ëèêîâàííûì îòíîñÿòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ
âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ îñîáåííîñòåé âîëíî-
âûõ ïðîöåññîâ, âûçûâàåìûõ ñòðóêòóðîé ñòåíêè òàêîé îáîëî÷êè. Ïðåäëîæåíà
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âèíòîâîãî ïóëüñîâîãî äâèæåíèÿ êðîâè â àðòåðè-
àëüíûõ ñîñóäàõ è ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

 Öèëèíäð ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü, â ÷àñòíîñòè, êàê
ðåçóëüòàò âèíòîâîé íàìîòêè ñëîåâ òîíêèõ íèòåé èç æåñòêîãî ìàòåðèàëà íà
öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ îäíîâðåìåííûì ïîêðûòèåì èõ ïîëèìåðíûì
ìàòåðèàëîì. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ëîêàëüíî òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé
êîìïîçèò ñ îñüþ ñèììåòðèè, íàïðàâëåííîé ïî êàñàòåëüíûì ê âèíòîâûì ñïèðà-
ëÿì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííûõ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîòîðîãî ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ãîìîãåíèçàöèè [1, 2]. Öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó ñ âèí-
òîâîé àíèçîòðîïèåé ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå ïóòåì ñâåðòûâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé
îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû â òðóáêó, åñëè íàïðàâëåíèÿ ãëàâíûõ îñåé óïðóãîé
ñèììåòðèè íå ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè åå ñòîðîí. Ñîãëàñíî îïèñàíèþ
ñòðóêòóðû ñòåíîê àðòåðèàëüíûõ ñîñóäîâ, ïðèâåäåííûõ â [3], ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
îíè òàêæå îáëàäàþò âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé.

Ïðè ðàñòÿæåíèè-ñæàòèè öèëèíäðà ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé ïîìèìî
ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèè âîçíèêàåò êðóòèëüíàÿ è, íàîáîðîò, ïðè êðó÷åíèè
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ïîìèìî êðóòèëüíîé � ïðîäîëüíàÿ äåôîðìàöèÿ. Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè
îáëàäàþò è åñòåñòâåííî çàêðó÷åííûå ñòåðæíè [4, 5].

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ òåë ñ âèíòîâîé
àíèçîòðîïèåé è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé çàäà÷è Ñåí-Âåíàíà äëÿ öèëèíäðà
ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé îïóáëèêîâàíû â [6�9].

Ïîñòðîåíèå îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè íà
îñíîâå ãèïîòåç Êèðõãîôôà~Ëÿâà è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí è îïèñàíèå îñîáåííîñòåé âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ïðèâî-
äÿòñÿ âïåðâûå.

Ê íåîïóáëèêîâàííûì îòíîñÿòñÿ òàêæå ðåçóëüòàòû ïî ïîñòðîåíèþ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè âèíòîâîãî ïóëüñîâîãî äâèæåíèÿ êðîâè â àðòåðèàëüíûõ
êðîâåíîñíûõ ñîñóäàõ.

1.  ÎÑÍÎÂÍÛÅ  ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß  ÒÅÎÐÈÈ  ÓÏÐÓÃÎÑÒÈ
È  ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ  ÇÀÄÀ×È  ÄËß  ÖÈËÈÍÄÐÀ

Ñ  ÂÈÍÒÎÂÎÉ  ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÈÅÉ

 Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêîå òåëî, çàíèìàþùåå îáúåì [ ]= × 0,V S L , ãäå
S � ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå öèëèíäðà, L � åãî äëèíà. Áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü
îáîçíà÷èì ÷åðåç [ ]= ∂ × 0,Ã S L , ∂S  � ãðàíèöà S . Ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíò-
ðîì òÿæåñòè îäíîãî èç òîðöîâ öèëèíäðà ñâÿæåì íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò x1, x2, x3. Ýòó ñèñòåìó êîîðäèíàò áóäåì íàçûâàòü îñíîâíîé. Äëÿ
îïèñàíèÿ âèíòîâîé àíèçîòðîïèè ââåäåì ñîïóòñòâóþùóþ öèëèíäðè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò* r , z , q, ñâÿçàííóþ c îñíîâíîé ñîîòíîøåíèÿìè

= θ + τ = θ + τ =1 2 3cos( ) , sin( ) , .x r z x r z x z (1.1)
Çäåñü è íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî t = const .

Ñîîòíîøåíèÿ (1.1) ïðè r = const , q = const ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè âèíòîâîé ëèíèè, ïðè ýòîì t = 2p/h , ãäå h � øàã âèíòîâîé
ñïèðàëè. Ðàäèóñ-âåêòîð òî÷åê âèíòîâîé ëèíèè ïðåäñòàâèì â âèäå

1 3 ,r z′ ′= +R e e

′ = = θ + τ + θ + τ1 1 2cos( ) sin( ) ,r z ze e i i

θ′ = = − θ + τ + θ + τ2 1 2sin( ) cos( ),z ze e i i

′ =3 ,ze e
in � îðòû îñíîâíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ñ âèíòîâîé ëèíèåé ñâÿæåì åñòåñòâåííûé ðåïåð

1 2 3, , ,= = =e n e b e t
ãäå n , b , t � îðòû ãëàâíîé íîðìàëè, áèíîðìàëè è êàñàòåëüíîé ñîîòâåòñòâåííî.
* Ïåðåõîä ê öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî íèæå îñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî öèëèíäðó ñ
êîëüöåâûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì r1, r2 � âíóòðåííèé è íàðóæíûé ðàäèóñû öèëèíäðà ñîîòâåòñòâåííî.
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû

/ , / , ,d ds d ds k= = = ×R t t n b t n

2 2, 1 , ,ds gdz g x x r= = + = τ
ãäå k = t2r/g2 � êðèâèçíà âèíòîâîé ëèíèè, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì
îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà ej ê áàçèñó i′e

1 0 0
0 1/ / .
0 / 1/

A g x g

x g g

−
= −

Áóäåì ñ÷èòàòü ìàòåðèàë öèëèíäðà ëîêàëüíî îðòîòðîïíûì, ó êîòîðîãî
íàïðàâëåíèÿ ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà óïðóãèõ ñâîéñòâ ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíè-
ÿìè îðòîâ e1, e2, e3. Äëÿ îáîáùåííîãî çàêîíà Ãóêà áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷-
íóþ ôîðìó çàïèñè ñâÿçè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè [10]

, , , , ,i ij j ji ij i ij j ji ije s s s c e c c i j= σ = σ = =
Çäåñü

1 11 2 22 3 33 4 34 5, , , 2 ,e e e e e e e e e= = = = =

1 11 2 22 1 33, , ,σ = σ σ = σ σ = σ

4 23 5 13 6 12, , ,σ = σ σ = σ σ = σ
ãäå eij, sij � êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ìàëûõ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Óïðóãèå ñâîéñòâà îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà â áàçèñå ej îïðåäåëèì äåâÿòüþ
íåçàâèñèìûìè òåõíè÷åñêèìè ïîñòîÿííûìè. Ïîäàòëèâîñòè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
òàêèå ïîñòîÿííûå ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

12 13
11 12 13

1 1 1

23
22 23 33

2 2 3

1 , , ,

1 1, , ,

s s sE E E

s s s
E E E

ν ν= = − = −

ν= = − =

44 55 66
23 13 12

1 1 1, , ,s s sG G G= = =

15 16 25 26 35 36 0 .s s s s s s= = = = = =

Çàìå÷àíèå 1.1. Â ñëó÷àå, êîãäà ìàòåðèàë ëîêàëüíî òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûé,

 1 21 3 12, , /2(1 ),E E E E E G G E′= = = = = + ν

13 23 12 13 23, , .G G G′ ′= = ν = ν ν = ν = ν
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
1

2
1

3

4

, , 1 , , 4 ,

2

rr l

l
l

zz l

z l

e s

e s
S l

e s

e s

θθ

θ

′
′

′ε = = =
′
′

K

(1.2)

55 65
2 5 6

56 66

2
, , .

2
rz

r

e s s
S S

e s sθ

′ ′
′ ′ε = = =

′ ′

Â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà îò áàçèñà ej ê áàçèñó i′e  ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ îáîáùåííîãî çàêîíà Ãóêà â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

1 1 2 3 4 2 5,rr zz z rzS S S S S Sθθ θ′ ′ ′ ′ ′ε = σ + σ + σ + σ ε = σ +

2 2
11 11 12 12 13, ( )/ ,s s s s x s g′ ′= = +

2 2 2 2
22 13 12 14 12 13( )/ , 2 ( )/ ,s s x s g s x s x s g′ ′= + = − −

2 4 2 4
22 22 23 33 44( 2 )/ ,s s x s x s x s g′ = + + +

[ ]4 2 4
23 23 22 33 44(1 ) ( ) / ,s x s x s s s g′ = + + + −

(1.3)
[ ]2 2

24 23 33 33 23 442( ) 2 ( ) (1 ) /s x s s x s s x s S′ = − + − + −

[ ]2 4 2 4
33 33 23 22 442 ( ) / ,s s x s x s x s g′ = + + +

[ ]2 2
34 33 23 23 22 442( ) 2 ( ) (1 ) /s x s s x s s x s S′ = − + − − −

[ ]2 2 2 4
44 44 22 23 33(1 ) 4 ( 2 ) / ,s x s x s s s g′ = − + − +

2 2 2
55 55 66 56 55 66( )/ , ( )/ ,s s x s g s x s s g′ ′= + = −

2 2
55 66 55( )/ , .ij jis s x s g s s′ ′ ′= + =

Çàìå÷àíèå 1.2. Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ñâÿçè ìîäóëåé ijc′  è cij äëÿ  ëîêàëüíî
òðàíñòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïðèâåäåíû â [7�9].

Êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé â áàçèñå ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñìåùåíèÿ ur, uq, uz ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

, ( )/ , ,rr r r r zz ze u e u u r e Duθθ θ θ= ∂ = + ∂ =

(1.4)2 ( )/ , 2 ,r r r rz r z re u u u r e u Duθ θ θ θ= ∂ + ∂ − = ∂ +

2 .z ze u Duθ θ θ= ∂ +
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Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â íàïðÿæåíèÿõ â äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä

( ) 0 ,r rr r rzr rDθθ θ θ∂ σ − σ + ∂ σ + σ =

(1.5)( ) 0 ,r r r zr rDθ θ θ θθ θ∂ σ + σ + ∂ σ + σ =

( ) 0 .r rz z zzr rDθ θ∂ σ + ∂ σ + σ =

Â ôîðìóëàõ (1.4), (1.5)

/ , / , / ,r r z Dθ∂ = ∂ ∂ ∂ = ∂ ∂θ ∂ = ∂ ∂ = ∂
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ñâîáîäíà îò íàïðÿæå-

íèé, ò.å.
0 , 0 ,r rr r r r r rzn n n n n nθ θ θ θ θθ θσ + σ = σ + σ = σ +  (1.6)

 Ââåäÿ âåêòîð ñìåùåíèé u = {ur, uq, uz}, ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âåêòîðíî-îïåðàòîðíîì âèäå

2
0 1 2( , ) 0 ,M A A A∂ τ ≡ ∂ + ∂ + =u u u u (1.7)

0 1( , ) ( ) 0 ,
Ã

N B B∂ τ ≡ ∂ + =u u u (1.8)

Çäåñü (1.7) � îïåðàòîðíûé âèä óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñìåùåíèÿõ,
(1.8) � îïåðàòîðíûé âèä ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (1.6), Ak, Bi � ìàòðè÷íûå
äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïî ïåðåìåííûì r , q  íóëåâîãî, ïåðâîãî è âòîðîãî
ïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî; êîíêðåòíûé âèä ýòèõ îïåðàòîðîâ çäåñü íå ïðèâîäèò-
ñÿ èç-çà èõ ãðîìîçäêîñòè è î÷åâèäíîñòè ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ. Çàìåòèì òîëüêî,
÷òî â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.3) êîýôôèöèåíòû ýòèõ îïåðàòîðîâ çàâèñÿò îò r è t ,
íî íå çàâèñÿò îò z .

Îòûñêèâàÿ ðåøåíèå çàäà÷è (1.7), (1.8) â âèäå

,zeγ=u a
ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó íà ñå÷åíèè

( ) 0 , ( ) 0 .M Nγ = γ =a a (1.9)
Îáùàÿ ñòðóêòóðà ñïåêòðà, ñâîéñòâà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåí-

íûõ âåêòîðîâ (â òîì ÷èñëå ñîîòíîøåíèÿ îáîáùåííîé îðòîãîíàëüíîñòè) óðàâ-
íåíèé òèïà (1.9), à òàêæå ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé äîñòàòî÷íî ïîä-
ðîáíî îïèñàíû â [9, 11, 12]. Â  [4, 9, 13, 14] ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Ñåí-
Âåíàíà î ðàñòÿæåíèè, êðó÷åíèè è èçãèáå öèëèíäðà, åñòåñòâåííî-çàêðó÷åííîãî
ñòåðæíÿ è ïðóæèíû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äâåíàäöàòè ýëåìåíòàð-
íûõ ðåøåíèé. Àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ öèëèíäðà ñ
âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé. Ýòó ãðóïïó ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé áóäåì íàçûâàòü
ýëåìåíòàðíûìè ðåøåíèÿìè Ñåí-Âåíàíà.
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2.  ÐÅØÅÍÈÅ  ÑÅÍ-ÂÅÍÀÍÀ  ÄËß  ÖÈËÈÍÄÐÀ
Ñ  ÂÈÍÒÎÂÎÉ  ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÈÅÉ

Îáðàòèìñÿ âíà÷àëå ê ïîñòðîåíèþ ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé Ñåí-Âåíàíà.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ñïåêòðà, �îòâåòñòâåííûõ� çà ýòè ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ,
çàïèøåì âåêòîð òâåðäîãî ñìåùåíèÿ â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Èìååì

0
1 2 3 4 ,i i i i

ru C e C e zC e zC eψ − ψ ψ − ψ= + + +

(2.1)

0
1 2 3 4 6 ,i i i iu iC e iC e izC e izC e C rψ − ψ ψ − ψ

θ = − + − −

0
3 4 5 ,i i

zu C re C re Cψ − ψ= − − +

0 0
1 1 2 2 1 3, ( )/2 , ,z C a ia C C Cψ = τ + θ = − =

0
4 3 5 3 6 3, , .C C C a C= = = ω

Çäåñü 0,k ka ω  � ïðîåêöèè âåêòîðà ïîñòóïàòåëüíîãî ñìåùåíèÿ è ïîâîðîòà
öèëèíäðà êàê òâåðäîãî òåëà íà îñè îñíîâíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ÷åðòà íàä
ïåðåìåííîé îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

Èç ôîðìóë (2.1) âûòåêàåò, ÷òî

0 1 10 , ,i i−γ = γ = τ γ = − τ
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1.9). Êðàòíîñòü
êàæäîãî èç íèõ ðàâíà ÷åòûðåì, à ñòðóêòóðà èõ êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
îñòàåòñÿ òàêîé æå, êàê è â ñëó÷àå åñòåcòâåííî-çàêðó÷åííîãî ñòåðæíÿ [5, 9], ÷òî
ïîçâîëÿåò â ñëó÷àå öèëèíäðà ñ êîëüöåâûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì 1 2r r r≤ ≤
çàïèñàòü ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ Ñåí-Âåíàíà â âèäå

1 5 2 6 3 3( ) , ( ) , ( ) ,iz z z e ψ= = =u a u a u a

(2.2)
4 3 5 3 5 6( ) ( ), ( ) ) , ( )iz z z e zψ= = + =u u u (za a u u

( )2

9 3 5 9 10 9( ) , ( ) ( ),2
i zz e z z zψ= + + =u a a a u u

( )3 2

11 3 5 9 11 12( ) , ( )6 2
i z zz e z zψ= + + + =u a a a a u u

Çäåñü

{ } { } { }1 2 3 40,0,1 , 0, ,0 , 1, ,0 ,r i= = =a a a a

(2.3){ } { }5 6 , , ,0,0, , , , , 7,8l r l l z lr a a a lθ= = − = =a a a

{ } {9 ,9 ,9 ,9 10 9 11 ,7 ,7, , , , , ,r z ra ia a ia a iθ θ= = =a a a a
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå öèëèíäðà ñ êîëüöåâûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì
êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ( 7 , , 12)l l = Ka  çàâèñÿò òîëüêî îò r , à êðàåâûå çàäà÷è
äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (1.4)�(1.8), ïðè
ïîäñòàíîâêè â íèõ (2.2), (2.3).

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî çàäà÷ó ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîíåíò âåêòîðà a7. Èñ-
ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.2), (1.3) è ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

, 1

, 2
1,

, 3

4

, , 1 , , 4 , 7

2

rr k l

k l
k l

zz k l

z l

c

c
C l k

c

c

θθ

θ

′σ
′σ

′Σ = = = =
′σ
′σ

K

(2.4)

, 55 65
2, 5 6

, 56 66

, , ,rz k
k

r k

c c
C C

c cθ

′ ′σ
′ ′Σ = = =

′ ′σ

äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ

,7 ,7
1,7 1 2 ,7 3 2,7 5

1 ,7
r z

r

da da
C C a C C Cdr dr

′ ′ ′ ′Σ = + + Σ = + (2.5)

Èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (1.5) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.6) (nr = 1, nQ = 0)
èìååì

,7 ,7 ,7( ) 0 , ( ) 0 ,r rr rrr rθθ α∂ σ − σ = σ = (2.6)

,7 ,7 ,7( ) 0 , ( ) 0 ,r r r rr rθ θ θ α∂ σ + σ = σ = (2.7)

( ) 0 , ( ) 0 .r rz rzr rα∂ σ = σ = (2.8)
Èç óðàâíåíèé (2.7), (2.8) âûòåêàåò, ÷òî

,7 ,7 0 .r rzθσ = σ =
Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé è âûðàæåíèé (2.7) äëÿ ,7 ,7,r rzθσ σ  ñëåäóåò, ÷òî

1 0 2, ,za X r X a Xθ = + =
ãäå X0, X1, X2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíû-
ìè íóëþ.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ,7 ,7,rr θθσ σ  èç (2.5) â (2.6), äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
âòîðîãî ïîðÿäêà

,7 7 ,7 ,7, ,r r r r
Za F l a f

α
α=

= = (2.9)

( )11 12 12 22 11
1 ,d da da dZa rc c a c c a la c

dr dr dr r d
′ ′ ′ ′ ′≡ + − − ≡

13
7 23 ,7 13

( ) , ( ) .
d rc

F c f c rdr α α
′ ′ ′= − + = −
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî

{ }8 ,8,0,0 .ra=a
È â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå ar,8 ñâîäèòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å (2.9) ñ

íîâûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè

2
14

8 24 ,8 14
( ) , ( ) .d r c

F rc f r c rdr α α α
′ ′ ′= − + = −

Íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

,8
1,8 1 2 ,8 4 1,8

1 , 0 .r
r

da
C C a rCdr r

′ ′ ′Σ = + + Σ = (2.10)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

,

, ,
1, 2,

, ,

,

, , 9,11 .

rr l

l rz l
l l

zz l r l

z l

b

b b
B B l

b b

b

θθ

θ

θ

′= = =

Äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ðåøåíèÿ a9 ñîîòâåòñòâóþùèå åìó íàïðÿæåíèÿ îïðåäå-
ÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

,9 1,9 ,9 2,9, ,i i
rr e B e Bψ ψ

θθΣ = Σ = (2.11)

,9 ,9 ,9 ,9
1,9 1 3 4 ,r r zda a a a

B C C r Cdr r r
θ−′ ′ ′= + − −

(2.12)
,9 ,9 ,9 ,9

2,9 5 6 ,z rda da a a
B C Ñdr dr r

θ θ− ′ ′= + +  

Â ýòîì ñëó÷àå âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà a9 îòëè÷íû îò íóëÿ è îïðåäåëÿþò-
ñÿ èíòåãðèðîâàíèåì êðàåâîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèé (2.12) â ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

,9
,9 ,9 ,9

( )
0 , ( ) 0 ,rr

r rr

d rb
b b b rdr θ θθ α− − = =

(2.13),9
,9 ,9 ,9

( )
0 , ( ) 0 ,r

r r

d rb
b b b rdr

θ
θ θθ θ α+ + = =

,9
,9 ,9

( )
0 , ( ) 0 .rz

z rz

d rb
b b rdr θ α+ = =

Êàê ñëåäóåò èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé (2.13), ýòà ñèñòåìà èìååò ïåðâûé
èíòåãðàë

,9 ,9 0 .rr rb b θ+ =
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Äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ðåøåíèÿ a11 ñîîòâåòñòâóþùèå åìó íàïðÿæåíèÿ îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

( ) ( )1,11 1,9 1,11 2,11 2,9 2,11,i ie zB iB e izB Bψ ψΣ = + Σ = + (2.14)

,11 ,11 ,11 ,11
1,11 1 2 4 3 ,9

r r z
z

da a a a
B C C C C a Cdr r r

θ+′ ′ ′ ′= + + + +
(2.15)

,11 ,11 ,11 ,11
2,11 5 6 5 ,9 .z r

r

da da a a
B C C C adr dr r

θ θ+ ′ ′ ′= + + +  
Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (2.14) â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

,11
,11 ,11 ,9 ,11

( )
0 , ( ) 0 ,rr

r rz rr

d rb
b b rb b rdr θ θθ α+ − + = =

(2.16),11
,11 ,11 ,9 ,11

( )
0 , ( ) 0 ,r

r z r

d rb
b b rb b rdr

θ
θ θθ θ θ α+ − + = =

,11
,11 ,9 ,11

( )
0 , ( ) 0 .rz

z zz rz

d rb
b rb b rdr θ α− + = =

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ âûðàæåíèé (2.15) ïðèâîäÿò ê
êðàåâîé çàäà÷å äëÿ òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò ar,11, aq,11, az,11. Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé (2.16) âûòå-
êàåò ñëåäóþùèé ïåðâûé èíòåãðàë:

1

,11 ,11 ,9 ,9
1 ( ) .

r

rr r rz z

r

b b b b rdrrθ θ− = −∫
Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó Ñåí-Âåíàíà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà òîðöàõ

öèëèíäðà çàäàíû ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

0 ïðè 0 ,ju z= = (2.17)

3 ïðè .j j z Lσ = =p (2.18)
Çäåñü uj, pj � ïðîåêöèè âåêòîðà ñìåùåíèé è âåêòîðà çàäàííûõ âíåøíèõ
óñèëèé íà îñè îñíîâíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ðåøåíèå Ñåí-Âåíàíà áóäåì èñêàòü â âèäå
6 12

1 7

( ) ( ) ,l l l l

l l

C z C z L
= =

= + −∑ ∑u u u (2.19)

{ }
12

7

, , ( ) .rz r zz l l

l

C z Lθ

=

σ = σ σ σ = σ −∑ (2.20)
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Óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2.18) â èíòåãðàëüíîì ñìûñëå è èñ-
ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ îáîáùåííîé îðòîãîíàëüíîñòè [10], ïîëó÷àåì

11 7 12 8 3 12 7 22 8 3, ,d C d C Q d C d C M+ = + =

(2.21)
33 9 35 11 2 1 33 11 1 2, ,d C d C M iM d C Q iQ+ = + = − +

8 7 12 11, .C C C C= =
Çäåñü

2 2

1 1

11 ,7 12 ,8 222 , 2 , 2

r r

zz zz

r r

d r dr d r dr d= π σ = π σ =∫ ∫
(2.22)2 2

1 1

2 2
33 ,9 35 ,112 , 2 ,

r r

zz zz

r r

d r b dr d i r b dr= − π = π∫ ∫
Qj, Mj � ïðîåêöèè ãëàâíîãî âåêòîðà è ãëàâíîãî ìîìåíòà âíåøíèõ óñèëèé íà
îñè îñíîâíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ñîîòíîøåíèÿ (2.21), (2.22) ïîçâîëÿþò äàòü ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ
ýëåìåíòàì ìàòðèöû æåñòêîñòåé: d11 � æåñòêîñòü ñòåðæíÿ íà ðàñòÿæåíèå-
ñæàòèå, d22 � æåñòêîñòü íà êðó÷åíèå, d12 � êîýôôèöèåíò ñâÿçè ðàñòÿæåíèÿ-
ñæàòèÿ è êðó÷åíèÿ, d33 � æåñòêîñòü íà èçãèá.

Ñîîòíîøåíèÿ (2.21), (2.22) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîãðàí-
ñëîéíàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ ñàìîóðàâíî-
âåøåííîé ÷àñòüþ âíåøíèõ íàïðÿæåíèé (2.18), íå âëèÿåò íà èõ âèä.

Ïîñòîÿííûå , 1, ,6lC l = K  îïðåäåëÿþòñÿ ïðè óäîâëåòâîðåíèè ãðàíè÷-
íûì óñëîâèÿì (2.17). Òî÷íûå èõ çíà÷åíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî íà
îñíîâå ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íûõ
ïîñòðîåííûì ðàíåå [13] äëÿ èçîòðîïíîãî öèëèíäðà. Â ñëó÷àå äëèííûõ
öèëèíäðîâ (e = r2/L << 1) ýòè ïîñòîÿííûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè
ïðèáëèæåííûìè ôîðìóëàìè:

2
1 7 2 8 3 11

1, , ,2
i LC LC C LC C L C e− τ= − = − = −

(2.23)

( )3 2
4 3 5 11 9 6

1 1, ,6 2
i LC C C L C L C e C C− τ= = − =

3.  ÌÅÒÎÄÛ  ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ  ÑÅÍ-ÂÅÍÀÍÀ
È  ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ  ÀÍÀËÈÇÀ

Îáðàòèìñÿ ê âîïðîñó î ïîñòðîåíèè ðåøåíèé çàäà÷ (2.9), (2.12), (2.13),
(2.16) è âû÷èñëåíèþ íà èõ îñíîâå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû æåñòêîñòåé dij.

Îñòàíîâèìñÿ âíà÷àëå íà ïîñòðîåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ìåòîäîì
ìàëîãî ïàðàìåòðà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð t0 = tr2 << 1 .
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Òàêèå ðåøåíèÿ, ïîìèìî òîãî ÷òî ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå
î âëèÿíèè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è íà åå ðåøåíèå, ïîëåçíû êàê òåñò äëÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé îáðàòèìñÿ ê ôîðìóëàì (1.2),
(1.3). Íà èõ îñíîâå, ñ÷èòàÿ ìàòåðèàë ëîêàëüíî òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûì ñ
ãëàâíîé îñüþ, íàïðàâëåííîé ïî êàñàòåëüíî ê âèíòîâîé ëèíèè, äëÿ ãëàâíûõ
÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé mlc′  â ðÿäû ïî t ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

11 22 11 12 12 13 23 13, , ,c c c c c c c c′ ′ ′ ′ ′= = = = =

(3.1)
33 33 44 55 44 66 66, , ,c c c c c c c′ ′ ′ ′= = = =

14 13 12 24 13 44 11( ), ( 2 ),c r c c c r c c c′ ′= τ − = τ + −

34 33 13 44 56 44 66( 2 ), ( ) .c r c c c c r c c′ ′= τ − − = τ −

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.8) â âèäå
(0) (1)

,7 7 7 .ra a a= + τ +K (3.2)
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (3.1), (3.2) â ñîîòíîøåíèÿ (2.9) äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó

2 (0) (0) (0) (0) (0)
7 7 7 7 7

11 122 2
1 0 ,

r r

d a da a da a
c cr dr dr rdr r

α=

 + − = +  
Îïóñêàÿ äàëüíåéøèå ýëåìåíòàðíûå ýòàïû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðèâåäåì

îêîí÷àòåëüíûé âèä ðåøåíèÿ. Èìååì
2

,7 ( ) .ra r O′= − ν + τ (3.3)
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì

2 223
2 2

,8 0 12
11 11 12 11 122

(1 )
8 ( )r

r rrra K K
c c c r c cr

 τ ρ+ ρ = + + +  + −  
       (3.4)

2 2
2 2

,9 ,9( ) , ( ) ,2 2r
r ra O a Oθ
′ ′ν ν= + τ = − + τ

2 2
2 1 23 2 2 3

,9 1 2
33( ) ( ),8z

K r r
a r r r r Or

τ  = − + − + τ  
2 2

2 1 23 2 2 2
,11 1 2( ) ( ) ,8z

K r r
a r r r Or

τ κ = − κ + − + τ  

,11 ,11( ) , ( ) .ra O a Oθ= τ = τ
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Â ôîðìóëàõ (3.3), (3.4)

33 13 442 , ,E c c G c′ ′ ′= − ν =

0 12 13 11 443 2 2 ,K c c c c= − − +

2 2
1 12 11 13 11 12 44 12 113 3 2 ( ) 2 (2 6 )K c c c c c c c c= − + − − − +

2 22(1 ) , 3 /2 ,K E G K G′ ′ ′ ′ ′= − + ν κ = + ν ρ =

11 12 13( )/ .c c c′ν = +
Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ãëàâíûõ ÷ëåíîâ êîìïîíåíò òåíçîðîâ íàïðÿæå-

íèé.
Â ñëó÷àå l = 7, 8 èìååì

2 2
,7 ,8 2( ), / ( ),zz z rE O G r r Oθ′ ′σ = + τ σ = + τ σ

: : : : :
2

,7 ,7 ,7 ,8 ,8 ,8( ) ,rr z rr zzOθθ θ θθσ σ τ σ σ σ σ
Â ñëó÷àå l = 9, 11 îãðàíè÷èìñÿ òåì, ÷òî ïðèâåäåì ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëî-

æåíèé ñëåäîâ íàïðÿæåíèé
2

,9 ( ),zzb E r O′= − + τ

2 2
2 1 22 2 2 3

,9 1 2 2 ( ) ,8rz

K r r
b r r r O

r
τ  = − − + + τ  

2 2
2 1 22 2 2 3

,9 1 2 23 ( ),8z

K r r
b r r r O

rθ
τ  = − − − − + τ  

: : :
2

,9 ,9 ,9 ( ) ,rr rb b b Oθθ θ τ

2 2
2 1 22 2 2

,11 1 2 2
3 ( ) ,8 2rz

K r r
b G r r r r

r
κ ′ ν′= + − κ + +    

2 2
2 1 22 2 2

,11 1 2 2( ) ,8 2z

K r r
b G r r r r

rθ
κ ′ ν′= − − κ + −    

: : : :,11 ,11 ,11 ,11 ( ) .rr zz rb b b b Oθθ θ τ
Ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèé  èìåþò âèä

0 0
11 22 44, ,d SE d c J′= = p

0
12 2 33 31, , ( ) ,d J K d E J d O′= τ = = τp p

2 2 4 4
2 1 2 1( ) , ( )/2 .S r r J r r= π − = π −p
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Ôîðìóëà äëÿ 0
12d  äàåò ïðåäñòàâëåíèå î âëèÿíèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è íà

âçàèìîäåéñòâèÿ êðó÷åíèÿ ñ ðàñòÿæåíèåì-ñæàòèåì ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò K2 õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ëîêàëüíîé àíèçîòðîïèè
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà K2 = 0.

Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ íà ýëåìåíòû dij ïàðàìåòðîâ t0 è r â øèðîêîì
äèàïàçîíå èõ èçìåíåíèÿ áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ íà îñíîâå ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷ ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîíåíò ar,7, ar,8. Äëÿ ðàñ÷åòîâ áûë
âûáðàí âîëîêíèñòûé êîìïîçèöèîííûé ìàòåðèàë ñî ñëåäóþùèìè ïðèâåäåííû-
ìè óïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè:

9 93,685 10 Ïà , 9, 398 10 Ïà ,
0,0147 , 0, 375.

E E G′ ′= ⋅ = ⋅ =
′ν = ν =

Ïðè ïåðåñ÷åòå íà ïîñòîÿííûå cij ïîëó÷àåòñÿ

9 9
11 12 13

9
33 44

5,294 10 Ïà , 1,770 10 Ïà ,

3,688 10 Ïà , .

c c c

c c G

= ⋅ = ⋅
′= ⋅ =

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
æåñòêîñòè

11 22 12
11 22 120 0

11 22
, , ,d d d

D D D J Bd d
= = =

p

îò t0 ïðè r = 0,1 (ñïëîøíûå ëèíèè); íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû òàêæå çàâèñèìîñòè
D12 îò t0 ïðè r = 0,1; 0,4; 0,8 (êðèâûå 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî).

Êðèâûå, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå D12, óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ïðè ðàñòÿæåíè
öèëèíäðà â ñëó÷àå ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà èìååò ìåñòî ýôôåêò �ðàñêðó÷è-
âàíèÿ�, à ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ � ýôôåêò �çàêðó÷èâàíèÿ�.

Ðèñ. 1
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4.  ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÀß  ÎÁÎËÎ×ÊÀ
Ñ  ÂÈÍÒÎÂÎÉ  ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÈÅÉ

Îäíèì èç ìîòèâîâ, ñòèìóëèðóþùèõ ïîñòðîåíèå îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé
äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé, ÿâëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñ-
êàÿ ñòðóêòóðà ñòåíîê àðòåðèàëüíûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ è ñâÿçàííîå ñ ýòîé
ñòðóêòóðîé ÿâëåíèå âèíòîâîãî äâèæåíèÿ êðîâè. Áîëåå ïîäðîáíî ðå÷ü îá ýòîì
ÿâëåíèè ïîéäåò â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Ïîñòðîåíèå îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè îñóùå-
ñòâèì, îïèðàÿñü íà ãèïîòåçû Êèðãîôôà:Ëÿâà. Ïîñêîëüêó âî ìíîãèõ èñòî÷íè-
êàõ óêàçûâàåòñÿ íà òî, ÷òî ñòåíêà ñîñóäà ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåíà â ïðîäîëü-
íîì è îêðóæíîì íàïðàâëåíèÿõ, ïðèâåäåì âàðèàíò ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé,
ó÷èòûâàþùèõ ýòè ôàêòîðû. Îãðàíè÷èìñÿ îñåñèììåòðè÷íûì ñëó÷àåì.

Îáðàòèìñÿ, âíà÷àëå, ê ñîîòíîøåíèÿì (1.2), (1.3). Ïðåîáðàçóÿ èõ, ïîëà-
ãàÿ 0 èrr r rz x aθσ = σ = σ = = τ , ãäå a � ðàäèóñ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè,
ïîëó÷àåì

11 12 13 ,zz zg e g e g eθθ θθ θσ = + +

(4.1)12 22 23 ,zz zz zg e g e g eθθ θσ = + +

13 23 33 .z zz zg e g e g eθ θθ θσ = + +
Çäåñü

( )2 4
11 2 32 2 23 23 23 32 34 4g E x E G G x E= + ν + + ν ν +  

( )2
12 32 2 2 3 23 23 23 324 4g E x E E G G x= ν + + + − ν ν +

( )2 4
22 3 2 3 23 23 23 324 4g E x E E G G x E= + + + − ν ν +

[
( )

13 23 23 32 2 23

2
3 32 2 23 23 23 32 0

2 (1 ) (1 )

2 2 / ,

g x G E

x E E G G g

= − ν ν − − ν +

+ − ν − + ν ν 

Ðèñ. 2
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[
( )
23 23 23 3 23

2
2 23 3 23 23 23 32 0

2 (1 ) (1 )

2 2 / ,

g x G E

x E E G G g

= − − ν + − ν +

+ − − ν − + ν ν 

[
( )

2 2
33 32 23 32

2
2 23 2 3 32 3 23 23 23 32

(1 )(1 )

2 2

g G x

x E E E E G G

= − ν ν − +

+ − ν + − ν − + ν ν

2 4
0 23 32(1 ) (1 ) .g x= + − ν ν

Óïðîùåíèÿ íà îñíîâå ãèïîòåçû åäèíîé íîðìàëè ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèÿì
0 1 0 1 0 1
1 1 2 2 3 3, , 2 ,zz ze e ye e e ye e e yeθθ θ= + = + = +

0 0 0 0 0 0
1 2 3/ , , ,r ze u a e u e uθ= = ∂ = ∂

1 0 2 1 2 0 1
1 2 3/ , , 0 ,r re u a e u e= − = − ∂ =

ãäå 0 0 0, ,r zu u uθ  � ñìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, /2 /2 ,h y h− ≤ ≤
h � òîëùèíà îáîëî÷êè.

Â ïðèíÿòûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ âûðàæåíèÿ äëÿ óñèëèé è ìîìåíòîâ
ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

0 3 1, /12 ,i ij j i ij jT hg e M h g e= =
ãäå

1 2 3 1, , , ,zz zT T T T T T M M Mθθ θ θθ= = = =
Çàìûêàþò öåïî÷êó îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

2 0 2 0 2 0
2 1 0 0

02 2 2 2 0 ,r r r
z r

M T u u u
T T h qaz a z tθ

∂ ∂ ∂− + + − ρ + =∂ ∂ ∂
2 0

2
0 2 0 ,z

z

uT
h qz t

∂∂ − ρ + =∂ ∂
(4.2)

0 2 00
3 3

0 2 0 .z zrT uM T u
h qz z a z t

θ
θ

∂∂ ∂ ∂+ − − ρ + =∂ ∂ ∂ ∂

Çäåñü r0 � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè, 0 0 0, ,r zT T Tθ θ � óñèëèÿ ïðåäâàðè-
òåëüíî-íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î âçàèìîäåéñòâèè ïðîäîëüíûõ è
êðóòèëüíûõ äåôîðìàöèé ïðè äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, ðàññìîòðèì çàäà÷ó î
ðàñïðîñòðàíåíèè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí.

Ðåøåíèå áóäåì îòûñêèâàòü â âèäå
( ) , / ,i k t

j ju U e z aζ−ω= ζ = (4.3)

ãäå Uj � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, j = 1, 2, 3 ñèìâîëèçèðóåò r, z, q.
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Ïîëàãàÿ â (4.2) 0r zq q qθ= = =  è ïîäñòàâëÿÿ (4.3), ïîëó÷èì îäíîðîä-
íóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó

0 .ij jl U =
Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì, êîðíè
êîòîðîãî k(w) îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâî íîðìàëüíûõ âîëí (ìîä). Ïðè

0 0 0 0zz zT T Tθθ θ= = =  â íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè âñåãäà ñóùåñòâóþò ÷åòûðå âå-
ùåñòâåííûõ êîðíÿ 1 2,k k± ± , êîòîðûå äëÿ äîñòàòî÷íî òîíêèõ îáîëî÷åê ìîæíî
íàéòè íà îñíîâå áåçìîìåíòíîé òåîðèè. Ýòèì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò îäíîðîä-
íûå (íåçàòóõàþùèå) ìîäû. Ó÷åò ìîìåíòíûõ ñëàãàåìûõ ïðè ìàëûõ w äàåò
åùå äâå ïàðû êîìïëåêñíûõ êîðíåé, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìîäû îïèñûâàþò
êðàåâîé ýôôåêò. Íèæå Uj1, Uj2 � êîìïîíåíòû àìïëèòóäû, ñîîòâåòñòâóþùèå
k1, k2.

×òîáû ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå îá îñîáåííîñòÿõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â
íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè ïðè âèíòîâîé àíèçîòðîïèè, íà îñíîâå áåçìîìåíò-
íîé òåîðèè áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ. Äëÿ ýòîãî ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ çíà÷åíèÿõ óïðóãèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è äëÿ çíà÷åíèé ÷àñòîòû

4 , 1, ,10n nω = π = K  ÷èñëåííî ñòðîèëèñü çàâèñèìîñòè ôàçîâûõ ñêîðîñòåé
/ ( 1, 2)s sc a k s= ω =  îò ïàðàìåòðà (tg ) .xα α =  Çäåñü áóäåò óìåñòíî çàìå-

òèòü, ÷òî �ñòåïåíü� âèíòîâîé àíèçîòðîïèè îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè êîýôôè-
öèåíòîâ g13, g23, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ïàðàìåòðà [ ]0,90°α ∈  è ëîêàëüíîé àíèçîòðîïèåé ìàòåðèàëà (äëÿ
èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà g13 = g23 = 0 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ a).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 3 ïðèâîäÿòñÿ çàâèñèìîñòè ôàçîâûõ ñêîðî-
ñòåé ( ) ( 1, 2) ïðè 4sqc qα = ω = π  äëÿ äâóõ îáîëî÷åê, ó êîòîðûõ ïàðàìåòðû

5 2
2 3 2 324,905 10 êÍ/ì , 0,833 , 0,45E E E= ⋅ = ⋅ ν =

37, 3 10a −= ⋅  îäèíàêîâûå, à ìîäóëü ñäâèãà G32 = E2/6 äëÿ q = 1 è G32 = E2/4
äëÿ q = 2.

Êðèâûå 1, 2 îòðàæàþò çàâèñèìîñòè îò a íîðìèðîâàííûõ ôàçîâûõ ñêîðî-
ñòåé 0 0

11 12,c c  �êâàçè-ïðîäîëüíûõ� ìîä, ó êîòîðûõ ïðè 0, 90°α = α = , ò.å. êîãäà
âèíòîâàÿ àíèçîòðîïèÿ îòñóòñòâóåò, 11 21 310, 0, 0.U U U≠ ≠ =  Êðèâûå 3, 4

Ðèñ. 3
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îïèñûâàþò ïîâåäåíèå íîðìèðîâàííûõ ôàçîâûõ ñêîðîñòåé 0 0
21 22,c c  �êâàçè-êðó-

òèëüíûõ� ìîä, ó êîòîðûõ 12 22 320, 0 ïðè 0, 90°.U U U= ≡ ≠ α = α =  Çäåñü
è íèæå 0

0/sq sqc c c= , ãäå

22
0

02
hE

c
a= ρ

åñòü ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû äàâëåíèÿ [14]. Äëÿ âûáðàííûõ ìàòåðèàëîâ
c0 = 4,227 ì/c.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå îá ýôôåêòå êðó÷åíèÿ íà êâàçè-
ïðîäîëüíîé ìîäå è ýôôåêòå ïðîäîëüíî-ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé íà êâàçè-
êðóòèëüíîé ìîäå, ÷èñëåííî èññëåäîâàëèñü çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíûõ àìï-
ëèòóäíûõ êîýôôèöèåíòîâ

2 2 2
1 2 3/ , .jsq jsq sq sq sq sq sqm U U U U U U= = + +

Íà ðèñ. 4 îòðàæåíû çàâèñèìîñòè mj1q(a), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôàçîâûì
ñêîðîñòÿì c1q. Íà ðèñ. 5 îòðàæåíû çàâèñèìîñòè mj2q(a), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ôàçîâûì ñêîðîñòÿì c2q.  Íà ðèñ. 4 êðèâàÿ 1 îòðàæàåò ïîâåäåíèå mz11, êðèâàÿ
2 � mq12, êðèâàÿ 3 � mz12, êðèâàÿ 4 � mq12. Íà ðèñ. 5 êðèâàÿ 1 îòðàæàåò
ïîâåäåíèå mz21, êðèâàÿ 2 � mq21, êðèâàÿ 3 � mz22, êðèâàÿ 4 � mq22.

Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå ñìåíà çíàêîâ ôàç àìïëèòóäíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ mθ1q è mz2q. Ïðè 00 ≤ α ≤ α  çíàêè ôàç mz1q, mθ1q ïðîòèâîïîëîæíû,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýôôåêòó �ðàñêðó÷èâàíèÿ�, ïðè 0 90°α ≤ α ≤  ôàçû mz1,
mθ1 ñîâïàäàþò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýôôåêòó �çàêðó÷èâàíèÿ� ïðè ðàñòÿæåíèè.
Ýòîò  ýôôåêò àíàëîãè÷åí ÿâëåíèþ, îòìå÷åííîìó â êîíöå ï. 3. Â ïåðâîì ñëó÷àå

0 43°α ≈ , âî âòîðîì 0 37°α ≈ . Êðîìå òîãî, ñðàâíåíèå êðèâûõ 2  è 4 íà
ðèñ. 4 ëèøíèé ðàç ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ 1mθ  ñóùå-
ñòâåííî çàâèñÿò îò ñòåïåíè ëîêàëüíîé àíèçîòðîïèè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ 1mθ
èìåþò ïî äâà ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè 1 30°α ≈

1max 0,205mθ = , ïðè 2 58°α ≈  1max 0,255mθ = , âî âòîðîì ñëó÷àå ïðè
1 22°α ≈   1 2 1max 0,046, ïðè 61° max 0,09.m mθ θ= α = =

Ðèñ. 4
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Çàìå÷àíèå 4.1. Êîýôôèöèåíòû mr1, mr2 íà äâà-òðè ïîðÿäêà ìåíüøå mq1, mz2.

Çàìå÷àíèå 4.2. Äëÿ óêàçàííîãî âûøå äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû ïîâåäåíèå
âñåõ êðèâûõ èçìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî íå òîëüêî êà÷åñòâåííî, íî è êîëè÷åñòâåííî.

5.  Î  ÂÈÍÒÎÂÎÌ  ÄÂÈÆÅÍÈÈ  ÊÐÎÂÈ
Â ÀÐÒÅÐÈÀËÜÍÛÕ  ÑÎÑÓÄÀÕ

Íà ðÿäå ñàéòîâ  Èíòåðíåò (ñïèñîê èõ ñì. â êîíöå ñòàòüè) àíîíñèðîâàíî
îòêðûòèå: �ßâëåíèå îáðàçîâàíèÿ âèíòîâîãî ïîòîêà êðîâè â ñåðäå÷íî-ñîñóäè-
ñòîé ñèñòåìå ÷åëîâåêà è æèâîòíûõ�. Â ÷àñòíîñòè, ñîòðóäíèêàìè ÈËÔ ÑÎ
ÐÀÍ (Íîâîñèáèðñê) Ñ.Í. Áàãàåâûì, Â.Í. Çàõàðîâûì, Â.À. Îðëîâûì â
èíôîðìàòèâíîì ñîîáùåíèè �Íîâîå â áèîìåõàíèêå êðîâîîáðàùåíèÿ� ãîâîðèòñÿ,
÷òî �Îáíàðóæåíî ÿâëåíèå îáðàçîâàíèÿ âèíòîâîãî ïîòîêà êðîâè â ñåðäå÷íî-
ñîñóäèñòîé ñèñòåìå ÷åëîâåêà è æèâîòíûõ, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî â ñåðäöå
è êðîâåíîñíûõ ñîñóäàõ ïðè êðîâîîáðàùåíèè âîçíèêàåò âðàùàòåëüíî-ïîñòóïà-
òåëüíîå äâèæåíèå êðîâè, îáóñëîâëåííîå ñïèðàëüíîé îðèåíòàöèåé ìûøå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ñåðäöà è êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ�. Â äîêëàäå ïðåäñåäàòåëÿ ÑÎ ÐÀÍ
àêàäåìèêà Í. Äîáðåöîâà íà Îáùåì ñîáðàíèè ÑÎ ÐÀÍ 24.04.2003 ñîîáùà-
åòñÿ, ÷òî �Èññëåäîâàíèÿìè Èíñòèòóòîâ ëàçåðíîé ôèçèêè, òåîðåòè÷åñêîé è
ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè è Öèòîëîãèè è ãåíåòèêè îáíàðóæåíî, ÷òî â ñåðäå÷íî-
ñîñóäèñòîé è äðóãèõ òðàíñïîðòíûõ ñèñòåìàõ îðãàíèçìà ñóùåñòâóåò âèíòîâîå
äâèæåíèå áèîëîãè÷åñêèõ ñðåä. Îñíîâîé òàêîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âçàèìî-
äåéñòâèå ñòåíîê òðàíñïîðòíûõ êàíàëîâ ñî ñðåäîé çà ñ÷åò âîëíû ñêðó÷èâàíèÿ,
ãåíåðèðóåìîé ñïèðàëüþ è ìûøå÷íûìè ýëåìåíòàìè...�.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà âîçíèêíîâåíèå çàêðó÷åííîãî ïîòîêà â ñåðäöå
âñëåäñòâèå åãî ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû è ìåõàíè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìèîêàðäà
óêàçûâàëîñü åùå â [15]. Â ýòîé æå ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäåëü èíæåíåðíîãî
òèïà, îïèðàþùàÿñÿ íà ïðèíöèïû ðàáîòû íàñîñîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

Ïðè÷èíû, ïðèâîäÿùèå ê âèíòîâîìó äâèæåíèþ êðîâè, ìîãóò áûòü ðàçíû-
ìè. Â ÷àñòíîñòè, â [3] ñîäåðæèòñÿ îáçîð ðàáîò, â êîòîðûõ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

Ðèñ. 5
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íà ó÷àñòêàõ, ãäå àðòåðèàëüíûé ñîñóä èìååò êðèâèçíó, âîçíèêàåò êðóòèëüíàÿ ïî
îòíîøåíèþ ê îñè ñîñóäà ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè. Â àðòåðèÿõ, íåïîñðåäñòâåííî
ïðèìûêàþùèõ ê ñåðäöó, ïðè÷èíîé âèíòîâîãî äâèæåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü âèõðå-
âîå äâèæåíèå â ñàìîì ñåðäöå, êîòîðîå âîçíèêàåò âî âðåìÿ ñèñòîëû â ñèëó
îòñóòñòâèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñèììåòðèè æåëóäî÷êà è ñèììåòðèè ìåõàíè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ñòåíêè ñåðäöà.

Ïðè÷èíîé âèíòîâîãî äâèæåíèÿ ìîãóò òàêæå ñëóæèòü ìåõàíè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ñòåíîê ñîñóäà.

5.1. Î ñòðóêòóðå ñòåíêè àðòåðèàëüíîãî êðîâåíîñíîãî ñîñóäà

Íàêîïëåííûé îáøèðíûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë [3, 15] ïîçâîëÿåò
ðàññìàòðèâàòü ñòåíêè àðòåðèàëüíûõ ñîñóäîâ êàê ìíîãîñëîéíûå àíèçîòðîïíûå
îáîëî÷êè. Ñîãëàñíî ýòèì ðàáîòàì ñòåíêè âñåõ àðòåðèé èìåþò ñõîäíîå ñòðîå-
íèå è ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ìàòåðèàëîâ. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ìàòåðèàëàìè
â ñòåíêàõ ñîñóäîâ ðàçíûõ îòäåëîâ ñèñòåìû êðîâîîáðàùåíèÿ ðàçëè÷íû. Òðà-
äèöèîííî ñòåíêà äåëèòñÿ íà òðè ñëîÿ: âíóòðåííþþ (èíòèìà), ñðåäíþþ (ìåäèÿ)
è íàðóæíóþ (àäâåíòèöèÿ). Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî âëèÿíèå èíòèìû è àäâåíòè-
öèè íà ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòåíêè íåçíà÷èòåëüíû. Óïðóãèå ñâîéñòâà îáî-
ëî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ ìåäèåé, êîòîðàÿ â êðóïíûõ è ìåëêèõ àðòåðèÿõ èìååò
ðàçëè÷íîå ñòðîåíèå. Â êðóïíûõ îíà ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà êîíöåíòðè÷åñêèõ
ñëîåâ óïðóãîé òêàíè: ýëàñòèíà è ìûøå÷íîé òêàíè, îïëåòåííûõ òîí÷àéøèìè
âîëîêíàìè êîëëàãåíà. Ïîëîñòè ìåæäó ñëîÿìè çàïîëíåíû ðàçëè÷íûìè ãóá÷à-
òûìè òêàíÿìè è æèäêîñòüþ. Â ìåëêèõ ñîñóäàõ ñðåäíèé ñëîé ïî÷òè ïîëíî-
ñòüþ ñîñòîèò èç ñïèðàëüíî ðàñïîëîæåííûõ ãëàäêîìûøå÷íûõ êëåòîê, ðàçìå-
ùåííûõ òàêæå â âèäå ñëîåâ ñ íåçíà÷èòåëüíûì êîëè÷åñòâîì êîëëàãåíà è
ýëàñòèíà. Íà ýëàñòèí, êîëëàãåí è ìûøå÷íóþ òêàíü ïðèõîäèòñÿ îêîëî 50%
ìàòåðèàëà ñòåíêè. Â [3] óêàçûâàåòñÿ íà òî, ÷òî ìûøå÷íûå âîëîêíà â
ñðåäíåì ñëîå ñòåíêè ñîñóäà ðàñïîëàãàþòñÿ íàêëîííî (â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ
îòìå÷àåòñÿ, ÷òî óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì âîëîêîí è ïðîäîëüíîé îñüþ ñîñóäà
ñîñòàâëÿåò 30°�50°).

Òàêèì îáðàçîì ìàòåðèàë ñòåíêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïîçèò, óïðó-
ãèå ñâîéñòâà êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ åãî êîìïîíåíòàìè: ýëàñòèíîì, êîëëàãåíîì,
ìûøå÷íîé òêàíüþ, èõ âçàèìíîé êîíöåíòðàöèåé è ãåîìåòðèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îòíîøåíèå òîëùèíû ñòåíêè ê âíóòðåííåìó äèàìåòðó â êðóïíûõ ñîñóäàõ
èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ 0,06�0,08, â ìûøå÷íûõ àðòåðèÿõ ýòî îòíîøåíèå äîñ-
òèãàåò ïðèìåðíî 0,4. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðèìåíåíèå òåîðèè òîíêîñòåííûõ
îáîëî÷åê ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî êîððåêòíûì òîëüêî äëÿ êðóïíûõ ñîñóäîâ.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ îá óïðóãèõ ñâîéñòâàõ îòäåëüíûõ êîìïî-
íåíò [3].

Ýëàñòèí � íåëèíåéíî óïðóãèé ìàòåðèàë ñ ìîäóëåì Þíãà E ≈  300 êÍ/ì2

äëÿ äåôîðìàöèé äî 40%. Êîëëàãåí � áîëåå æåñòêèé ìàòåðèàë ñ ìîäóëåì
Þíãà E ≈  106 êÍ/ì2. Ìîäóëü Þíãà ãëàäêèõ ìûøö ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
ôèçèîëîãè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ è ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ 100�1200 êÍ/ì2.
Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, ïðèâåäåííûì â [16], óïðóãèå ñâîéñòâà
ñîñóäîâ èçìåíÿþòñÿ ñ âîçðàñòîì.
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5.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïóëüñîâîãî äâèæåíèÿ êðîâè
â àðòåðèàëüíûõ ñîñóäàõ

Â ïðåäëàãàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, êàê è â [3], êîëåáàíèÿ ñòåíêè
ñîñóäà îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè áåçìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãèõ îáîëî÷åê, à
äâèæåíèå êðîâè � ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Îòëè÷èå ñîñòîèò â ó÷åòå âèíòîâîé àíèçîòðîïèè ñòåíêè ñîñóäà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ñòåíêå ñîñóäà âûïîëíÿþòñÿ êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ
ïðèëèïàíèÿ

, , ,t r r t z z tu v u v u vθ θ∂ = ∂ = ∂ =
à ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà ñòåíêó ñîñóäà âûðàæàåòñÿ òåì, ÷òî â óðàâ-
íåíèÿõ (4.2)

[ ]2 ,r r r r a
q v

== − ρν∂p

[ ] ,z r z z r r a
q v v

== − ρν ∂ + ∂ (5.1)

[ ]/ .r r a
q v v rθ θ θ == − ρν ∂ −

Çäåñü vr, vz, vq � ðàäèàëüíàÿ, îñåâàÿ è êðóòèëüíàÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðî-
ñòè, p � äàâëåíèå, , , ,r z tθ∂ ∂ ∂ ∂ � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì
ïåðåìåííûì.

Ðåøåíèå äëÿ ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå
( ) ( ) (

0, ( ) ,i k t i k t i k
j j j ju U e v V e eζ−ω ζ−ω ζ−ω= = ξ =p p (5.2)

/ , / ,r a z aξ = ζ =
ãäå íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

0r∂ =p ,

p p
2

0
0 02 2

0

( ) ,( ) 2z z r

J ikika k aV X V
J

βξ= + = ξ −β βρνβ ρνβ    

(5.3)
1 2 2 2 2 2

1

( ) , , / .( )
J

V X i k a
Jθ θ

βξ= β = γ − γ = ω νβ
Çäåñü 0, ,zp X Xθ , êàê è Uj � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, r � ïëîòíîñòü êðîâè,
n � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷êè (4.2) ñîâìåñòíî ñ ñîîòíîøåíèÿìè
(5.1)�(5.3) ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ê îäíîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå
óðàâíåíèé

( ) 0 , , 1 , , 3 ,ij jd k X i j= = K

(5.4)
1 2 3 0, , ,zX X X X Xθ= = = p

îïðåäåëèòåëü êîòîðîé, ïðèðàâíåííûé íóëþ, îïðåäåëÿåò äèñïåðñèîííîå óðàâíå-
íèå.
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5.3. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà

Òðóäíîñòè ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé
ìîäåëè ñâÿçàíû, ãëàâíûì îáðàçîì, ñ îòñóòñòâèåì ïîëíîãî íàáîðà äàííûõ,
íåîáõîäèìûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ æåñòêîñòåé îáîëî÷êè gij. Ïîýòîìó ê îïèñûâàå-
ìûì íèæå ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñëåäóåò îòíîñèòüñÿ êàê ê
êà÷åñòâåííûì. Îäíàêî íå èñêëþ÷åíî, ÷òî îíè äîñòàòî÷íî ïðàâèëüíî îòðàæàþò
è êîëè÷åñòâåííî íåêîòîðûå âû÷èñëÿåìûå õàðàêòåðèñòèêè, íàïðèìåð, ôàçîâûå
ñêîðîñòè.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû áûëè ïðîâåäåíû äëÿ ðàçëè÷íûõ àðòåðèàëüíûõ
ñîñóäîâ ñîáàêè, ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ áðàëèñü èç òàáëèöû 1.1,
ïðèâåäåííîé â [3]. Òàê, íàïðèìåð, èç ýòîé òàáëèöû âûáèðàëèñü çíà÷åíèÿ a, h,
E3, à âÿçêîñòü n ðàññ÷èòûâàëàñü ïî ïðèâîäèìûì â òàáëèöå çíà÷åíèÿì ÷èñåë
Ðåéíîëüäñà äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîñóäîâ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé gij,
àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò òðè ìîäóëÿ óïðóãîñòè, îäèí èç
ìîäóëåé (E3) áðàëñÿ èç òàáëèöû, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû íàçíà÷àëèñü è âàðüè-
ðîâàëèñü. Ïîäáîð ñîïðîâîæäàëñÿ êîíòðîëåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ïîëîæè-
òåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû (gij). Êîðíè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ
îïðåäåëÿëèñü äëÿ ÷àñòîò 4 , 1 , , 10 .n n nω = π = K

×èñëåííûé è àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî â îáëàñòè íèçêèõ
÷àñòîò âñåãäà ñóùåñòâóþò øåñòü êîìïëåêñíûõ êîðíåé ,s s s sk k k k+ −= = −
(Im 0 , 1 , 2, 3)sk s> = , êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò øåñòü íåîäíîðîäíûõ âîëí. Ïîýòî-
ìó îáùåå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â íàïðàâëåíèè 0ζ ≥
ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè w ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

3 3

( ) (

1 1

( ) , ( )s si k t i k
j s js s s

s s

v C V e C eζ−ω ζ−ω

= =

= ξ = ξ∑ ∑p p (5.5)

ãäå Cs � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè
çíà÷åíèÿìè òðåõ ïîëåâûõ õàðàêòåðèñòèê (íàïðèìåð, p, è gradzv vθ ), çàäàâà-
åìûìè íà âõîäå ïðè z = 0.

Ïî ðåàëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿì ks îïðåäåëÿëèñü çàâèñèìîñòè ôàçîâûõ
ñêîðîñòåé cs è êîýôôèöèåíòîâ çàòóõàíèÿ Ks îò ïàðàìåòðà a . Ïðè ýòîì
ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå îäíîé èç ôàçîâûõ ñêîðîñòåé (â äàííîì ñëó÷àå íàèìåíü-
øåé ïî âåëè÷èíå c3) ñðàâíèâàëîñü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè, ïðèâåäåííûìè â [3].
Áëèçîñòü ÷èñëåííûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â êàêîé òî ìåðå ñëó-
æèëà ïîäòâåðæäåíèåì ïðàâèëüíîñòè âûáîðà ïàðàìåòðîâ. ×òîáû ïîëó÷èòü
ïðåäñòàâëåíèå îá ýôôåêòå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ êðîâè ïðîâîäèëñÿ ñðàâ-
íèòåëüíûé àíàëèç âåëè÷èí (1), (1), (1)rs zs sV V Vθ , äëÿ ÷åãî èññëåäîâàëèñü çàâè-
ñèìîñòè îò ïàðàìåòðà a áåçðàçìåðíûõ êîýôôèöèåíòîâ

(1) (1)(1) , , ,zs srs
rs zs s

s s s

V VV
n n n

V V V
θ

θ= = =

2 2 2(1) (1) (1) .s rs zs sV V V Vθ= + +
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Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè,÷òî ïðè èçìåíåíèè â óêàçàííîì âûøå äèàïàçîíå:
1) cs, Ks, Vjs ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò ÷àñòîòû;
2) çíà÷åíèÿ rsn  äëÿ ëþáîé ôàçîâîé ñêîðîñòè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå çíà÷å-

íèé ,zs sn nθ ;
3) ïðè a = 0°, a = 90° (âèíòîâàÿ àíèçîòðîïèÿ îòñóòñòâóåò) nq1 = nq3 = 0,

2 0nθ ≠  òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî íà âõîäå 0
0sVθ ζ= ≠ , ïðè 0α ≠  äëÿ êàæäîé

âîëíû 0snθ ≠ , ÷òî óêàçûâàåò íà âîçíèêíîâåíèå è ðàçâèòèå âðàùåíèÿ êðîâè
ïðè äâèæåíèè âîëíû ïî ñòâîëó ñîñóäà äàæå ïðè óñëîâèè 2 0

0Vθ ζ= = . Îäíàêî
ñòåïåíü ïðîÿâëåíèÿ ýòîãî ýôôåêòà íà êîíêðåòíîé âîëíå ñóùåñòâåííî çàâèñèò
îò ñî÷åòàíèÿ ïàðàìåòðîâ.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ
4ω = π ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñîñóäà è êðîâè: 20,75 10 ìa −= ⋅ ,

3 2 2
30,6 10 ì, 4,905 10 êH/ìh E−= ⋅ = ⋅  (ñîãëàñíî [3] èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ

2 2
3 3 7 10 êH/ìE = − ⋅ ), 1 3 3 30,833 , /6, 0, 45,E E G E= ⋅ = ν =  1 0, 54,ν =

3 6 2 3
0 115 êã/ì , 4 10 ì / , 102 êH/ìc−ρ = ν = ⋅ ρ = .

Íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé íîðìèðîâàííûõ ôàçîâûõ
ñêîðîñòåé 0

0 0/ ( 4,227 ì/ñ)j jc c c c= =  îò ïàðàìåòðà a . Êðèâàÿ 1 ñîîòâåò-
ñòâóåò  êâàçèïðîäîëüíîé ìîäå, êðèâàÿ 2 � êâàçèêðóòèëüíîé, êðèâàÿ 3 � âîëíå
äàâëåíèÿ (ñîãëàñíî [3] èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ c0 = 4¸6 ì/ñ). Íà ðèñ. 7
èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ çàòóõàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîä.

Íà ðèñ. 8 êðèâàÿ 1 îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü nz1(a), êðèâàÿ 2  � nq1(a).
Íà ðèñ. 9 êðèâàÿ 1 îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü  nz2(a), êðèâàÿ 2  � nq2(a).
Íà ðèñ. 10 êðèâàÿ 1 îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü  nz3(a), êðèâàÿ 2  � nq3(a).

Íà êðèâîé 2 îò÷åòëèâî âûäåëÿþòñÿ äâà 3max nθ . Ïåðâûé èç íèõ äîñòèãàåòñÿ
ïðè 16°α ≈  è ðàâåí 0,28, âòîðîé � ïðè 78°α ≈ è ðàâåí 0,199, ïðè ýòîì
ôàçû nq3(a0) è nq3(a 1) ïðîòèâîïîëîæíû.

Ðèñ. 6
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Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9
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Çàìå÷àíèå 5.1. Íà îñíîâå (5.3) ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî âðàùàòåëüíîå äâèæå-
íèå êðîâè íà ëþáîé ìîäå èìååò õàðàêòåð ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ëîêàëèçîâàííîãî ó ñòåíêè
ñîñóäà. Ñòåïåíü åãî ëîêàëèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíîé ÷àñòîòîé. Äëÿ èëëþñòðàöèè
ýòîãî ÿâëåíèÿ íà ðèñ. 11 ïðèâîäÿòñÿ ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàäèóñó àìïëèòóäû
íîðìèðîâàííîé ñêîðîñòè 0( ) ( )/ (1)v V Vθ θ θξ = ξ . Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîé
÷àñòîòå 4ω = π , êðèâàÿ 2 � ÷àñòîòå îáåðòîíà 8ω = π . Â ñèëó ìàëîñòè âîëíîâûõ
÷èñåë ýòè ãðàôèêè äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîä ñîâïàäàþò.

Èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà âûòåêàåò, ÷òî âèíòîâàÿ àíèçîòðîïèÿ óïðóãèõ
ñâîéñòâ ñòåíêè ñîñóäà ìîæåò ÿâëÿòüñÿ îäíîé èç ïðè÷èí âèíòîâîãî äâèæåíèÿ
êðîâè.

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïîäâîäÿ èòîãè, ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòî-
ÿùåé ðàáîòû.

1. Äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé ïîëó÷åíû îñíîâíûå
ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè â ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
ïîçâîëÿþùèå ïðèìåíÿòü ìåòîä îäíîðîäíûõ ðåøåíèé (ï. 1).

2. Äëÿ êðóãîâîãî öèëèíäðà ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé ïîñòðîåíèå ðåøå-
íèé çàäà÷ Ñåí-Âåíàíà î ðàñòÿæåíèè, êðó÷åíèè, ÷èñòîì èçãèáå è èçãèáå
ïåðåðåçûâàþùåé ñèëîé ñâåäåíî ê èíòåãðèðîâàíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè (ï. 2). Ïðåäëîæåíû è ðåàëèçîâàíû àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû
èíòåãðèðîâàíèÿ ýòèõ çàäà÷ (ï. 3). Â ñëó÷àå ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà t0
(âèíòîâûå ñïèðàëè èìåþò áîëüøîé øàã) äëÿ ñìåùåíèé, íàïðÿæåíèé è ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû æåñòêîñòåé ïîëó÷åíû ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû. Â ñëó-
÷àå ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé t0 ïîñòðîåíèå ðåøåíèå îñóùåñòâëåíî ÷èñëåííûì
ìåòîäîì, ÷òî ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü ñìåíó ýôôåêòà ðàñêðó÷èâàíèÿ, êîòîðûé
èìååò ìåñòî ïðè ðàñòÿæåíèè öèëèíäðîâ ñ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà t0, íà
ýôôåêò çàêðó÷èâàíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýòîãî ïàðàìåòðà.

3. Äëÿ òîíêîñòåííûõ ïîëûõ öèëèíäðîâ ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé íà
îñíîâå ãèïîòåç Êèðõãîôôà~Ëÿâà ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé, è â ðàìêàõ
áåçìîìåíòíîé òåîðèè ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãàðìîíè÷åñ-
êèõ âîëí â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò. Óñòàíîâëåíî âçàèìîäåéñòâèå ïðîäîëüíûõ
è êðóòèëüíûõ äåôîðìàöèé ïðè äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, è íà îñíîâå ðàñ÷åòîâ
ïðîèëëþñòðèðîâàíà ñòåïåíü ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåò-
ðîâ çàäà÷è (ï. 2).

4. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, èç êîòîðîé âûòåêàåò, ÷òî âèíòîâàÿ
àíèçîòðîïèÿ àðòåðèàëüíûõ ñòåíîê ñîñóäà, ìîæåò ÿâëÿòüñÿ îäíîé èç ïðè÷èí
âèíòîâîãî ïóëüñîâîãî äâèæåíèÿ êðîâè.

Òàêèì îáðàçîì, âèíòîâàÿ àíèçîòðîïèÿ óïðóãèõ òåë ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì
îñîáåííîñòÿì èõ äåôîðìèðîâàíèÿ, êîòîðûå îñîáåííî ÿðêî ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè
äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ðàçëè÷íûõ óñòðîéñòâàõ.
Â ÷àñòíîñòè ñòåðæíè ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé ìîãóò âûïîëíÿòü ðîëü ïðåîáðà-
çîâàòåëåé ïðîäîëüíûõ äåôîðìàöèé â ïðîäîëüíî-êðóòèëüíûå, è íàîáîðîò.

Âèíòîâîå äâèæåíèå êðîâè â àðòåðèàëüíûõ ñîñóäàõ ìîæåò âûïîëíÿòü ðîëü
ñåïàðàòîðà, îñòàâëÿÿ áëèæå ê îñè ñîñóäà ëåãêèå ôðàêöèè êðîâè (èçâåñòíî, ÷òî
ñ ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êðîâü ÿâëÿåòñÿ ñóñïåíçèåé) è îò÷àñòè îáúÿñíèòü
òî, ÷òî ñêëåðîòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ íàáëþäàþòñÿ â îñíîâíîì íà ó÷àñòêàõ, ãäå îñü
ñîñóäà èìååò êðèâèçíó è â îáëàñòÿõ áèôóðêàöèè ñîñóäîâ. Îò÷àñòè, ïîñêîëüêó
ïðèëèïàíèþ ÷àñòèö ìîãóò ïðåïÿòñòâîâàòü ñèëû äðóãîé ïðèðîäû, íàïðèìåð
ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ñèëû. Àíàëèç âëèÿíèÿ òàêèõ ñèë íà õàðàêòåð ìåõàíè÷åñêîãî
äâèæåíèÿ êðîâè òðåáóåò óæå äðóãèõ ïîäõîäîâ.
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