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РЕШЕНИЕ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ
РАСТЯЖЕНИЕ УПРУГОЙ ПЛАСТИНЫ С ОТВЕРСТИЕМ

	ЗАДАНИЕ
	Используя интерактивный и командный режимы программы ANSYS, решите задачу о растяжения тонкой пластинки в форме буквы «E» с небольшим отверстием в середине. На верхних границах задайте растягивающую нагрузку, а нижнюю границу пластинки жестко закрепите. Геометрические размеры области придумайте самостоятельно. Проведите расчеты в Ansys и FlexPDE в условиях плоского напряженного состояния. Определите максимальные напряжения в пластине и постройте графики поведения напряжений вдоль пути, проходящего через точку их максимума. В Ansys проведите расчеты для различных параметров конечно-элементного разбиения и проанализируйте сходимость перемещений Ux и Uy. Определите оптимальные параметры конечно-элементной сетки. Проанализируйте, сравните результаты и оформите отчет.
РЕШЕНИЕ В ПРОГРАММЕ ANSYS
Решение осуществлялось в командном режиме ANSYS. Сначала были заданы геометрические параметры и материальные константы: модуль Юнга , ; для создания сетки выбран двумерный 8- или 6-узловой конечный элемент PLANE183. Далее была построена пластина в виде буквы «Е» размером 5х10 см и толщиной 0.1 см с отверстием диаметром 0.5 см в центре. Затем была создана равномерная конечно-элементная сетка. Пластина была жестко закреплена на нижней границе и растягивается силой  кг, приложенной к верхней грани. Параметры пластинки указаны на рис.1.
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	Рис. 1. Параметры пластины

	
Ниже представлен листинг команд на языке APDL, который использовался для решения задачи и вывода результатов:
1. /CLEAR
2. /PLOPTS,LOGO,OFF
3. /PLOPTS,FRAME,OFF
4. /PLOPTS,DATE,OFF
5. /TITLE, 'E'-shaped plate with hole, width=5cm, height=10cm
6. /PREP7
7. 
8. ! === Parameters ===
9.      W = 5.0               ! Total width (X: 0 to 5)
10. H = 10.0              ! Total height (Y: 0 to 10)
11. StemW = 1.0           ! Stem width
12. FlangeT = 1.0         ! Flange thickness
13. R_hole = 0.25         ! Hole radius
14. Hole_X = 0.5          ! Hole center X
15. Hole_Y = 5.0          ! Hole center Y (on symmetry axis)
16. Thick = 0.1
17. P_load = 1000
18. 
19. ! === Material ===
20. MP,EX,1,2e6
21. MP,NUXY,1,0.3
22. 
23. ! === Element ===
24. ET,1,PLANE183
25. 
26. ! === Geometry ===
27. K,1, 0, 0
28. K,2, W, 0
29. K,3, W, FlangeT
30. K,4, StemW, FlangeT
31. K,5, StemW, (H/2 - FlangeT/2)     ! 4.5
32. K,6, W, (H/2 - FlangeT/2)
33. K,7, W, (H/2 + FlangeT/2)         ! 5.5
34. K,8, StemW, (H/2 + FlangeT/2)
35. K,9, StemW, H - FlangeT           ! 9
36. K,10,W, H - FlangeT
37. K,11,W, H
38. K,12,0, H
39. 
40. L,1,2
41. L,2,3
42. L,3,4
43. L,4,5
44. L,5,6
45. L,6,7
46. L,7,8
47. L,8,9
48. L,9,10
49. L,10,11
50. L,11,12
51. L,12,1
52. 
53. AL,ALL
54. 
55. ! Создание отверстия с центром в точке (Hole_X, Hole_Y)
56. CYL4, Hole_X, Hole_Y, 0, 0, R_hole, 360   
57. 
58. ASBA, 1, 2
59. 
60. ! === Mesh ===
61. KSEL,S,KP,,4,5
62. KSEL,A,KP,,8,9
63. KESIZE,ALL,0.05
64. 
65. ESIZE, 0.3
66. 
67. MSHAPE, 0, 2D   ! треугольная или четырёхугольная
68. MSHKEY, 0
69. AMESH,ALL
70. 
71. FINISH
72. 
73. ! === Solution ===
74. /SOLU
75. ANTYPE,STATIC
76. 
77. ! Fixed support on bottom edge (Y=0)
78. NSEL,S,LOC,Y,0
79. D,ALL,UX,0
80. D,ALL,UY,0
81. NSEL,ALL
82. 
83. ! Tensile load on top edge (Y=H)
84. NSEL,S,LOC,Y,H
85. SF,ALL,PRES,-P_load
86. NSEL,ALL
87. 
88. ASK,TMP,ANY NUMBER OR PRESS "ENTER"
89. 
90. SOLVE
91. FINISH
92. 
93. ! === Post-processing ===
94. /POST1
95. /PLOPTS,LOGO,OFF
96. /PLOPTS,FRAME,OFF
97. /PLOPTS,DATE,OFF
98. 
99. SET,LAST
100. 
101. ! === 2. Deformed shape ===
102. /TITLE, Deformed shape displayed
103. PLDISP,2
104. MSG,INFO,'Deformed shape displayed.'
105. ASK,TMP,ANY NUMBER OR PRESS "ENTER"
106. 
107. ! === 3. Displacement components ===
108. /TITLE, UX displacement
109. PLNSOL,U,X
110. MSG,INFO,'UX displacement.'
111. ASK,TMP,ANY NUMBER OR PRESS "ENTER"
112. 
113. /TITLE, UY displacement
114. PLNSOL,U,Y
115. MSG,INFO,'UY displacement.'
116. ASK,TMP,ANY NUMBER OR PRESS "ENTER"
117. 
118. /TITLE, USUM displacement
119. PLNSOL,U,SUM
120. MSG,INFO,'USUM displacement.'
121. ASK,TMP,ANY NUMBER OR PRESS "ENTER"
122. 
123. ! === 4. Displacement vectors ===
124. /TITLE, Displacement vectors
125. PLVECT,U,X,U,Y
126. MSG,INFO,'Displacement vectors.'
127. ASK,TMP,ANY NUMBER OR PRESS "ENTER"
128. 
129. ! === 5. Stress components (Cartesian) ===
130. /TITLE, Stress Txx
131. PLNSOL,S,X          ! TXX
132. ASK,TMP,ANY NUMBER OR PRESS "ENTER"
133. 
134. /TITLE, Stress Txy
135. PLNSOL,S,XY         ! TXY
136. ASK,TMP,ANY NUMBER OR PRESS "ENTER"
137. 
138. /TITLE, Stress Tyy
139. PLNSOL,S,Y          ! TYY
140. ASK,TMP,ANY NUMBER OR PRESS "ENTER"
141. 
142. ! === 6. Strain components ===
143. /TITLE, Strain Sxx
144. PLNSOL,EPTO,X       ! EXX (elastic strain)
145. MSG,INFO,'Strain EXX.'
146. ASK,TMP,ANY NUMBER OR PRESS "ENTER"
147. 
148. /TITLE, Strain Sxy
149. PLNSOL,EPTO,XY      ! EXY
150. MSG,INFO,'Strain EXY.'
151. ASK,TMP,ANY NUMBER OR PRESS "ENTER"
152. 
153. /TITLE, Strain Syy
154. PLNSOL,EPTO,Y       ! EYY
155. MSG,INFO,'Strain EYY.'
156. ASK,TMP,ANY NUMBER OR PRESS "ENTER"
157. 
158. ! График нормальных напряжений Txx и Tyy
159. ! вдоль пути от точки (0.5,0) до точки (0.5,10)
160. ASK,TMP,ANY NUMBER OR PRESS "ENTER"
161. /TITLE, Stress Txx from (0.5,0) to (0.5,10)
162. PATH,XX,2
163. PPATH,1,,Hole_X,0
164. PPATH,2,,Hole_X,H
165. PDEF,T_xx,S,X
166. PLPATH,T_xx
167. 
168. ASK,TMP,ANY NUMBER OR PRESS "ENTER"
169. /TITLE, Stress Tyy from (0,5) to (1,5)
170. PATH,XX,2
171. PPATH,1,,0,Hole_Y
172. PPATH,2,,StemW,Hole_Y
173. PDEF,T_yy,S,Y
174. PLPATH,T_yy
175. 
176. FINISH
В интерактивном режиме эти команды можно воспроизвести следующими действиями.
Инициализация, настройки и параметры
1. Очистка базы данных: Utility Menu > File > Clear & Start New (подтвердите OK).
2. Отключение логотипа, рамки и даты: 
    Utility Menu > PlotCtrls > Window Controls -> в окне Window Options выберите Window    В выпадающих списках Logo display, Date display, Frame выберите OFF. Нажмите OK.
3. Задание заголовка: Utility Menu > File > Change Title. Введите: E-shaped plate with hole, width=5cm, height=10cm.
4. Задание параметров: Utility Menu > Parameters > Scalar Parameters. В открывшемся окне введите построчно:
   W=5.0
   H=10.0
   StemW=1.0
   FlangeT=1.0
   R_hole=0.25
   Hole_X=0.5
   Hole_Y=5.0
   Thick=0.1
   P_load=1000
   Нажмите Accept после каждой строки, затем Close.
Материал и тип конечного элемента (Preprocessor)
1. Переход в препроцессор: Main Menu > Preprocessor.
2. Свойства материала: 
    Main Menu > Preprocessor > Material Props > Material Models.
    В правом окне: Structural > Linear > Elastic > Isotropic.
    Введите EX = 2e6, PRXY = 0.3. Нажмите OK. Закройте окно материалов.
3. Тип элемента:
    Main Menu > Preprocessor > Element Type > Add/Edit/Delete > Add.
    Слева: Solid, Справа: Quad 8-node 183 (это аналог PLANE183). Нажмите OK, затем Close.
    Важно (настройка плоской задачи): Main Menu > Preprocessor > Element Type > Add/Edit/Delete > Options.
    В поле K3 (Element behavior) выберите Plane strs w/thk (Плоское напряженное состояние с толщиной). Нажмите OK, Close.
4. Константы (Толщина):
    Main Menu > Preprocessor > Real Constants > Add/Edit/Delete > Add > OK.
    В поле THK (Thickness) введите 0.1 (или Thick, если хотите использовать параметр, но GUI надежнее с числами). Нажмите OK, Close.
Создание геометрии
1. Ключевые точки (Keypoints):
    Main Menu > Preprocessor > Modeling > Create > Keypoints > In Active CS.
    Введите координаты по порядку (номера проставятся автоматически):
     0,0 | 5,0 | 5,1 | 1,1 | 1,4.5 | 5,4.5 | 5,5.5 | 1,5.5 | 1,9 | 5,9 | 5,10 | 0,10.
    После ввода последней точки нажмите OK.
2. Линии (Lines):
    Main Menu > Preprocessor > Modeling > Create > Lines > Lines > Straight Line.
    Соедините точки последовательно:
    1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-9, 9-10, 10-11, 11-12, 12-1. 
    Нажмите OK.
3. Создание площади (Area) по линиям:
    Main Menu > Preprocessor > Modeling > Create > Areas > Arbitrary > By Lines.
    Нажмите Pick All.
4. Создание отверстия (Circle):
    Main Menu > Preprocessor > Modeling > Create > Areas > Circle > Solid Circle.
    WP X = 0.5, WP Y = 5.0, Radius = 0.25. Нажмите OK.
5. Булева операция (Вычитание отверстия):
    Main Menu > Preprocessor > Modeling > Operate > Booleans > Subtract > Areas.
    Сначала выберите основную пластину (Base area), нажмите OK. Затем выберите круглое отверстие (Tool area), нажмите OK.
Построение сетки (Meshing)
1. Выбор ключевых точек для сгущения сетки:
    Utility Menu > Select > Entities.
    Выберите: Keypoints, By Num/Pick. Нажмите OK.
    В окне Pick выберите точки 4, 5, 8, 9 (используйте Box или кликайте мышью). Нажмите OK.
2. Задание размера сетки на выбранных точках:
    Main Menu > Preprocessor > Meshing > Size Cntrls > ManualSize > KPs > Picked KPs.
    SIZE = 0.05. Нажмите OK.
3. Сброс выбора и глобальный размер:
    Utility Menu > Select > Everything.
    Main Menu > Preprocessor > Meshing > Size Cntrls > ManualSize > Global > Size.
    SIZE = 0.3. Нажмите OK.
4. Генерация сетки:
    Main Menu > Preprocessor > Meshing > Mesh > Area Mesh > Free.
    Нажмите Pick All. 
Решение (Solution)
1. Переход в модуль решения: Main Menu > Solution.
2. Тип анализа: Main Menu > Solution > Analysis Type > New Analysis -> выберите Static.
3. Закрепление нижней кромки (Y=0):
    Utility Menu > Select > Entities -> Nodes -> By Location -> Y coordinates.
    В поле Min,Max введите 0. Нажмите Apply (или OK).
    Main Menu > Solution > Define Loads > Apply > Structural > Displacement > On Nodes.
    Нажмите Pick All. Выберите All DOF. Нажмите OK.
4. Приложение нагрузки на верхнюю кромку (Y=10):
    Utility Menu > Select > Entities -> Nodes -> By Location -> Y coordinates.
    В поле Min,Max введите 10. Нажмите OK.
    Main Menu > Solution > Define Loads > Apply > Structural > Pressure > On Nodes.
    Нажмите Pick All. В поле VALUE Load PRES value введите -1000. Нажмите OK.
5. Сброс выбора: Utility Menu > Select > Everything.
6. Запуск расчета: Main Menu > Solution > Solve > Current LS. Проверьте окно статуса и нажмите OK.
Постобработка (General Postproc)
1. Чтение результатов: Main Menu > General Postproc > Read Results > Last Set.
2. Деформированная форма:
    Main Menu > General Postproc > Plot Results > Deformed Shape.
    Выберите Def + undeformed edge. Нажмите OK.
3. Компоненты перемещений (UX, UY, USUM):
    Main Menu > General Postproc > Plot Results > Nodal Solu.
    Для UX и UY: DOF solution -> выберите X-direction (или Y).
    Для USUM: Displacement vector sum.
4. Векторы перемещений:
    Main Menu > General Postproc > Plot Results > Vector Plot > Nodal.
    Выберите UX и UY. Нажмите OK.
5. Компоненты напряжений (Txx, Txy, Tyy):
    Main Menu > General Postproc > Plot Results > Nodal Solu > Stress.
    Выберите X-direction (Txx), XY (Txy), Y-direction (Tyy) по очереди.
6. Компоненты деформаций (Sxx, Sxy, Syy):
    Main Menu > General Postproc > Plot Results > Nodal Solu > Strain-Elas (или Strain-Total).
    Выберите X-direction, XY, Y-direction.
Построение графиков по путям (Path Operations)
График 1: Txx вдоль пути от (0.5, 0) до (0.5, 10)
1. Создание пути: Main Menu > General Postproc > Path Operations > Define Path > By Coordinates.
    Name: XX, No. of points: 2. Нажмите OK.
    Point 1: X=0.5, Y=0, Z=0. Нажмите Next.
    Point 2: X=0.5, Y=10, Z=0. Нажмите OK.
2. Проецирование напряжения на путь: ... Path Operations > Map onto Path.
    Name: T_xx.
    Item: Stress, Comp: X-direction S_X. Нажмите OK.
3. Построение графика: ... Path Operations > Plot Path Plot.
    Label: T_xx. Нажмите OK.

График 2: Tyy вдоль пути от (0, 5) до (1, 5)
1. Создание нового пути: ... Path Operations > Define Path > By Coordinates.
    Name: YY, No. of points: 2. Нажмите OK.
    Point 1: X=0, Y=5, Z=0. Нажмите Next.
    Point 2: X=1, Y=5, Z=0. Нажмите OK.
2. Проецирование напряжения: ... Path Operations > Map onto Path.
    Name: T_yy.
    Item: Stress, Comp: Y-direction S_Y. Нажмите OK.
3. Построение графика: ... Path Operations > Plot Path Plot.
    Label: T_yy. Нажмите OK.

РЕШЕНИЕ В ПРОГРАММНОМ ПАКЕТЕ FLEXPDE
Ниже представлен листинг кода программы в пакете FlexPDE.
{ E_plate_hole.pde - FlexPDE model for 'E'-shaped plate with circular hole }
Title 'Tension of E-shaped elastic plate with circular hole'
select
  errlim = 1e-4        { error tolerance for stress }
  ngrid =  25           { mesh refinement }

variables
  U                    { displacement in X }
  V                    { displacement in Y }
definitions
  { Geometry parameters }
  W = 5.0              { total width (X: 0 to 5) }
  H = 10.0             { total height (Y: 0 to 10) }
  StemW = 1.0          { stem width }
  FlangeT = 1.0        { flange thickness }
  R_hole = 0.25        { hole radius }
  Hole_X = 0.5         { hole center X }
  Hole_Y = 5.0         { hole center Y }
  { Path for stress plot: vertical line through stress concentrator}
  X_path = StemW/2

  { Material properties }
  p = 1e3              { load, kG/cm^2 }
  nu = 0.3	{Poisson's ratio}
  E  = 2e6 	{Young's modulus  (kG/sm^2)}
  mu  = E/2/(1+nu)	{shear modulus}
  lambda1 =  2*mu*nu/(1-2*nu)   {Lame's coefficient}
  {lambdaz is the Lame's coefficient for plane stress condition}
  lambdaz = 2*mu*lambda1/(lambda1+2*mu)
  Sxx = dx(U)		{axial strain Sxx}
  Syy = dy(V)		{axial strain Syy}
  Sxy = (dy(U)+dx(V))/2	{shear strain Sxy}
  Txx= lambdaz*(Sxx+Syy)+2*mu*Sxx        {stress Txx}
  Tyy= lambdaz*(Sxx+Syy)+2*mu*Syy       {stress Tyy}
  Txy=2*mu*Sxy			 {stress Txy}
  mcoeff=0.5    {scale factor for grid-plot output}
  Scal=mcoeff*globalmax(magnitude(x,y))/globalmax(magnitude(u,v))
 RR=sqrt(x*x+y*y)     theta=arcsin(y/RR)  {RR,  theta are the polar coordinates}
 {components of the stress tensor in polar coordinate system}
 Trr=Txx*(cos(theta))^2+Tyy*(sin(theta))^2+Txy*sin(2*theta)
 Tthetatheta=Txx*(sin(theta))^2+Tyy*(cos(theta))^2-Txy*sin(2*theta)
equations
  U: dx(Txx) + dy(Txy) = 0
  V: dx(Txy) + dy(Tyy) = 0
boundaries
  region 1
    { === External boundary of the 'E' shape === }
    start (0, 0)

    { Bottom edge: fixed }
    value(U) = 0
    value(V) = 0
    line to (W, 0)

    { Right edge of bottom flange }
    load(U) = 0
    load(V) = 0
    line to (W, FlangeT)

    { Top of bottom flange }
    line to (StemW, FlangeT)

    { Up along stem gap }
    line to (StemW, H/2 - FlangeT/2)

    { Bottom of middle flange }
    line to (W, H/2 - FlangeT/2)

    { Right edge of middle flange }
    line to (W, H/2 + FlangeT/2)

    { Top of middle flange }
    line to (StemW, H/2 + FlangeT/2)

    { Up along top gap }
    line to (StemW, H - FlangeT)

    { Bottom of top flange }
    line to (W, H - FlangeT)

    { Right edge of top flange }
    line to (W, H)

    { Top edge: tensile load }
    load(U) = 0
    load(V) = p
    line to (0, H)

    { Left edge of top part }
    load(U) = 0
    load(V) = 0
    line to (0, H - FlangeT)

    { Down along stem top }
    line to (0, H/2 + FlangeT/2)

    { Down through middle of stem }
    line to (0, H/2 - FlangeT/2)

    { Down along stem bottom }
    line to (0, FlangeT)

    { Close to start }
    line to (0, 0)

    { === Hole boundary === }
    start (Hole_X + R_hole, Hole_Y)
    arc(center = Hole_X, Hole_Y) angle = -360   { clockwise full circle }

monitors
  grid(x + Scal*U, y + Scal*V) as "Deformed shape (monitor)"
plots
  grid(x+Scal*U,y+Scal*V)  as "Deformed shape"  {show deformed grid}
     contour(U) painted as "Displacement Ux" {gradient fill of colors}
     contour(U) as "Displacement Ux" {isolines}
      contour(V) painted as "Displacement Uy"
     vector(U,V) as "Displacement vector"
contour(magnitude(u,v)) painted as"Magnitude of displacement vector"
       contour(Txx) painted as "Stress Txx"
      contour(Txy) painted as "Stress Txy"
     contour(Tyy) painted as "Stress Tyy"
      contour(Sxx) painted as "Strain Sxx"
      contour(Sxy) painted as "Strain Sxy"
     contour(Syy) painted as "Strain Syy"

     elevation(Txx) from (X_path,0) to (X_path,H) as "T_xx along line x=1"
     elevation(Tyy) from (0,Hole_Y) to (StemW,Hole_Y)as "T_yy along line x=1" 
  end
end

Таким образом, можно получить следующие результаты, описанные на рис. 2-12.
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	Рис. 2. Деформированное состояние
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	Рис. 3. Перемещение по Ux
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	Рис. 4. Перемещение по Uy
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	Рис. 5. Распределение вектора перемещений
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	Рис. 6. Вектор перемещений.
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	Рис. 7. Напряжение 
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	Рис. 8. Напряжение 
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	Рис. 9. Напряжение 
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	Рис. 10. Деформация 
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	Рис. 11. Деформация 
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	Рис. 12. График напряжений  вдоль линии (0.5,0) - (0.5,10)
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	Рис. 12. График напряжений  вдоль линии (0,5) - (1,5)






СХОДИМОСТЬ РЕЗУЛЬТАТОВ
	Размер сетки, ESIZE
	, min; max
	, min; max

	0.4
	-2.674; 0.001
	-0.239; 2.625

	0.25
	-2.676; 0.001
	-0.239; 2.625

	0.1
	-2.679; 0.001
	-0.240; 2.632

	0.05
	-2.679; 0.001
	-0.240; 2.631

	0.01
	-2.680; 0.001
	-0.240; 2.631



ВЫВОД
По результатам численного моделирования было установлено, что максимальные напряжения в данной задаче возникают в вершинах прямых углов буквы «Е», которые являются концентраторами напряжений и в теории имеют бесконечные значения. В методе конечных элементов при увеличении количества элементов сетки напряжения в вершинах узлов неограниченно возрастают. Вторым концентратором напряжений является круглое отверстие, которое растягивается по вертикали и сжимается по горизонтали. Для него были построены графики напряжений вдоль осей Ox и Оу. Данные графики имеют близкие значения при моделировании в программах FlexPDE и Ansys, что подтверждает корректность работы программ. При оптимизации размеров конечных элементов было установлено, что наиболее подходящим является значение параметра ESIZE = 0.1, что равняется 10% от ширины линий, составляющих букву «Е».
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